Cad de Mark
o
o

2018-07-3

Cadenas de Markov

Stalin Mufioz y David A. Rosenblueth

Instituto de Investigaciones en Matemdticas Aplicadas y en Sistemas (IIMAS)
Universidad Nacional Auténoma de Mexico (UNAM)



Cadenas de Markov

Cadenas de Markov Contnido

L Contenido [=) )

L@'C'\, ontenido

<
. (o] .
Contenido = L Contenido
N
Hoy presentaremos un formalismo matematico para modelar
variables aleatorias cuyo valor cambia con el tiempo.
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Conceptos preliminares

. . . Revisemos algunos conceptos importantes.
m Estado = conjunto de asignaciones de valores para un . .
Entenderemos un estado como una asignacién de valores para un

conjunto de variables. Por ejemplo: el e vk,
{lloviendo = cierto, puerta = abierta, pasajeros = 237, ...} Por ejemplo:
Si llueve o no, si la puerta esta abierta o no, el niimero de pasajeros
en un tren, etc.
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Conceptos preliminares

Para el propésito de este médulo, asumiremos que el estado es
totalmente observable.
En otras palabras que puede conocerse con certidumbre.

m Estado = conjunto de asignaciones de valores para un
conjunto de variables. Por ejemplo:
{lloviendo = cierto, puerta = abierta, pasajeros = 237, ...}

m Estado observable = que puede determinarse con certidumbre,
por ejemplo, a través de una medicién.
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m Estado = conjunto de asignaciones de valores para un Loteria es otro nombre para un experimento del que no podemos

conjunto de variables. Por ejemplo:
{lloviendo = cierto, puerta = abierta, pasajeros = 237, ...}

anticipar el resultado.

m Estado observable = que puede determinarse con certidumbre,
por ejemplo, a través de una medicién.

m Loteria = un experimento aleatorio en el que una variable
toma un valor particular en un espacio muestral.
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m Estado = conjunto de asignaciones de valores para un La medida de probabilidad garantiza que la suma de probabilidades

conjunto de variables. Por ejemplo:
{lloviendo = cierto, puerta = abierta, pasajeros = 237, ...}

de los eventos es 1. Nos permitird cuantificar de manera consistente la
incertidumbre.

m Estado observable = que puede determinarse con certidumbre,
por ejemplo, a través de una medicién.

m Loteria = un experimento aleatorio en el que una variable
toma un valor particular en un espacio muestral.

m medida de probabilidad = funcién que asigna las
probabilidades a los eventos.
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m Estado = conjunto de asignaciones de valores para un IL_Ja varla'blslale?tona. sera nuestlra mejor amlgdall ado d
conjunto de variables. Por ejemplo: " na variable aleatoria toma valores a partir del resultado de una
oteria.

{lloviendo = cierto, puerta = abierta, pasajeros = 237, ...}

m Estado observable = que puede determinarse con certidumbre,
por ejemplo, a través de una medicién.

m Loteria = un experimento aleatorio en el que una variable
toma un valor particular en un espacio muestral.

m medida de probabilidad = funcién que asigna las
probabilidades a los eventos.

m variable aleatoria = una funcidn real definida sobre un espacio
muestral con medida de probabilidad.
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Imaginemos un tren de pasajeros operando, y que nos interesa
conocer el vagén en el que viajan dichos pasajeros.
Para simplificar consideramos tnicamente 3 vagones:
m El vagén en el que se encuentra un pasajero del tren puede ser el dormitorio, representado con la etiqueta d,
descrito por una variable aleatoria V' que puede tomar tres el el (552 @) v
valores posibles d (dormitorio), ¢ (comedor) o b (bar). cll ey (I )
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m El vagdn en el que se encuentra un pasajero del tren puede ser
descrito por una variable aleatoria V' que puede tomar tres
valores posibles d (dormitorio), ¢ (comedor) o b (bar).

m un pasajero al azar
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Ahora seleccionamos aleatoriamente un pasajero.

Del pasajero no nos interesa su identidad, sino tinicamente el vagdn
en el que viaja.

Esto es una loteria,

La variable aleatoria que denominamos V puede tomar 3 valores
posibles: cada una de las 3 etiquetas definidas.

Este diagrama de arbol ilustra cada salida en una rama etiquetada
con la probabilidad correspondiente



Cad de Mark
adenas de Markov Cadenas de Markov

Lé,"l:volucic’m temporal
N~

L Evolucién temporal

o
e . o) L 2 _nr

Proceso estocastico § Proceso estocdstico

Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio Una herramienta matematica adecuada para describir la evolucién
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. temporal de variables aleatorias es un proceso estocastico:

Se define como una coleccién o ensamble de variables una coleccién de variables que estdn ordenadas por un parametro
aleatorias indexadas por una variable t. temporal. L o )

La definicion matematica es mas general, pero para el tema que nos
{X(w,t): teT ,we N}, interesa es suficiente pensar al conjunto de indices como la variable
temporal.

Las variables toman valores en un espacio de estados S que Los valores que toman las variables aleatorias son elementos de un
dependen a su vez del espacio muestral . (X : Q x T — S). espacio de estados 5.

Podemos pensar que el estado S de la variable aleatoria X depende
tanto de la realizacién de los eventos aleatorios con espacio muestral en
Q y del tiempo t.
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Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio.

Se define como una coleccién o ensamble de variables
aleatorias indexadas por una variable t.

{X(w,t) : teT,we N},

Las variables toman valores en un espacio de estados S que
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q@ x T — 5).

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de
eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces:
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El proceso mas simple que podemos imaginar es un proceso de
Bernoulli.
Pensemos por ejemplo en lanzar una moneda repetidas veces.

Las variables aleatorias seran la cara visible de la moneda tras cada
volado, el espacio de estados es: sol o dguila.
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Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.
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temporal.




Cadenas de Markov

Cadenas de Markov
La,Evolucién temporal
N~

L Evolucién temporal

o
Proceso estocdstico g L—Proceso estocastico
Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.




Cadenas de Markov

Cadenas de Markov
La,Evolucién temporal
N~

L Evolucién temporal

o
Proceso estocdstico g L—Proceso estocastico
Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.




Cadenas de Markov

Cadenas de Markov
La,Evqucién temporal
N~

L Evolucién temporal

o
Proceso estocdstico g L—Proceso estocastico
Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.




Cadenas de Markov

Cadenas de Markov
I—a,ivolucién temporal
N~

L Evolucién temporal

o
Proceso estocdstico g L—Proceso estocastico
Un proceso estocastico formaliza matematicamente el cambio
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.




Cadenas de Markov

Cadenas de Markov
I—a,ivolucién temporal «
o N

L Evolucién temporal

o
Proceso estocastico g L—Proceso estocéstico g
Un proceso estocdstico formaliza matematicamente el cambio LA
(generalmente evolucién temporal) de un sistema aleatorio. Lanzamos la moneda:
Se define como una coleccién o ensamble de variables el primer estado de nuestra variable es aguila.
aleatorias indexadas por una variable t. Siguiente estado: sol.
Siguiente: aguila.
{X(w,t) : teT,we N}, Luego: 4guila otra vez.
Seguido por sol.
Las variables toman valores en un espacio de estados S que Otra vez sol.
dependen a su vez del espacio muestral Q. (X : Q x T — 5). Etcétera.

En un proceso de Bernoulli la probabilidad del estado siguiente es

m Ejemplo: Un proceso de Bernoulli. Secuencia binaria de independiente del estado actual.

eventos independientes. Lanzar una moneda repetidas veces: En modelos mds ricos, puede establecerse una regla de evolucién

temporal.




Cadenas de Markov
L Evolucién temporal

Ejemplo: El vagén en que se encuentra el robot
m Observamos la ubicacién de un pasajero cada minuto

{V(w,t) : t =7:00,7:01,7:02,...}.
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Consideremos el siguiente ejemplo:

Un tren inteligente desea conocer la ubicacién del robot detective.

Como en nuestro ejemplo anterior, tenemos tres posibles vagones en
los que se puede encontrar el pasajero.

Discretizamos la ubicacion del robot en el tiempo tomando muestras
cada minuto a partir de las 7:00 AM, horario de la corrida del tren.

No sabremos que sucede con la ubicacién del robot en tiempos
intermedios.

Esta es la era del internet de las cosas.
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Ejemplo: El vagén en que se encuentra el robot
m Observamos la ubicacién de un pasajero cada minuto
{V(w,t) : t =7:00,7:01,7:02,...}.

m Una trayectoria muestral es una realizacién del proceso
estocdstico para un pasajero fijo wp (robot detective):

V (wop, 07:00)
V(wo, 07:01)
V(wo, 07:02)

d,
d,
Cy

0 visto como unas secuencia de estados:

Viwo,) =d,d,c,...
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A las 7:00 AM, quizd nuestro robot estd en el vagén dormitorio.
A las 7:01 también.

Dos minutos depués el robot se ha movido al vagén comedor.
Una realizacién de nuestro proceso aleatorio puede pensarse como
una serie de tiempo para la variable V.
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Nos interesard un tipo particular de procesos estocasticos
denominado " proceso estocdstico de Markov" .

En un proceso estocastico de Markov:
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En este tipo de procesos el indice representa el tiempo,

En un proceso estocastico de Markov:

el indice representa el tiempo, y
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y exhiben la propiedad de Markov en la cual |la probabilidad de
eventos futuros estd condicionada Gnicamente al evento presente y no a
eventos en tiempos del pasado.
En un proceso estocastico de Markov:

el indice representa el tiempo, y

la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria en el
tiempo siguiente no depende de los valores que la variable
tomé en tiempos pasados (linicamente del tiempo presente).
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En particular, hoy trataremos con cadenas de Markov en tiempo

" discreto, donde ademas los estados son finitos.
En un proceso estocastico de Markov:

el indice representa el tiempo, y

la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria en el
tiempo siguiente no depende de los valores que la variable
tomé en tiempos pasados (linicamente del tiempo presente).

Cadena de Markov
Un proceso estocastico de Markov con un espacio de estados
S discreto o un conjunto de indices T" discreto.
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La propiedad de Markov nos dice que la probabilidad de que la
. variable aleatoria X se realice en el estado s en el tiempo siguiente, dada
Propiedad de Markov L :
toda la historia de estados observados sq,ss, hasta s; es igual a la
probabilidad de observar el estado s dado el estado en el tiempo presente
S¢.

Cuando tanto el tiempo como los estados son discretos:

P(Xt+1:S ’ X1281, .. .,Xt:St) = P(Xt+1:S | Xt:St)

Es decir, podemos olvidar el pasado, pues éste no tiene repercusion
en lo que sucedera en tiempos futuros.
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Una cadena de Markov puede representarse con un grafo dirigido
. donde los vertices son los estados y las aristas representan las transiciones
Propiedad de Markov

de estado posibles.

Cuando tanto el tiempo como los estados son discretos: Cada arista corresponde con una transicién de estado donde la

P(Xpo1=s | Xi=s1, ..., Xi=8,) = P(Xsp1=5 | X;=s1) probabilidad es diferente de cero.

m Una cadena de Markov se puede representar con un grafo
dirigido G(V, E) donde los Vvértices son los estados (V = S) y
las aristas son transiciones de estado
(E = {(a,b) : P(X;=b|Xi—1=a) > 0}).
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I—j_En qué vagon esta un pasajero del tren?
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Vamos a ilustrar una cadena de Markov para modelar la ubicacién
probabilistica de un pasajero del tren.

Nos auxiliaremos de un diagrama de estados que representa el grafo
de la cadena de Markov.

Identificamos los estados para este caso.

de
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iEn qué vagon esta un pasajero del tren?

El primer estado es el vagén dormitorio.

O,

d : dormitorio
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El siguiente es el bar.

©
@ b : bar
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El siguiente el comedor.

O,

@ c : comedor

I—j_En qué vagon estd un pasajero del tren? © o
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O,

Agregamos una arista para
representar la posiblidad
de que un pasajero que
esta en el dormitorio en
el tiempo t continle en
el dormitorio en el tiempo
t+ 1.

Etiquetamos con la proba-
bilidad de que esto suceda
P (Xi41=d | X;=d)=0.7
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Ahora bien,

las aristas dirigidas de nuestro grafo van a ilustrar la relacién de
parejas de estados presentes y futuros siempre que la probabilidad sea
distinta de cero.

Si la probabilidad es cero, la arista no existe.

En nuestro ejemplo si el pasajero se encuentra en el vagdn
dormitorio la probabilidad de que en el minuto siguiente continte en el
dormitorio es igual 0.7.

Asi dibujamos esta arista con origen y destino el nodo d.

Etiquetamos la arista con su parametro o probabilidad de transicion.

Formalmente la probabilidad de que en el tiempo ¢ + 1 el estado sea
el dormitorio dado que en el tiempo actual el estado es dormitorio es de
0.7.
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Otra posibilidad es que el pasajero vaya al bar.
Agregamos la arista con su pardmetro igual a 0.1.

0.1
Arista para la transicién

° del dormitorio al bar
P (Xy41=b| Xy;=d)=0.1

©
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I—j_En qué vagon esta un pasajero del tren?
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La transicién del dormitorio al comedor con probabilidad 0.2.

Transicién del dormitorio
al comedor
P (Xt+1:C | Xt:d) =0.2
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I—j_En qué vagon esta un pasajero del tren?

0.7
Completamos el grafo.
La conveniencia de este diagrama de estados es que no

representamos el tiempo de manera explicita, dado que las probabilidades
son estacionarias.

Agregamos todas las tran-
siciones posibles y sus pro-
babilidades.
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El diagrama de estados puede ser muy conveniente para un

Las probabilidades de modelador humano.
transicion  pueden  re- Pero nuestro agente no es humano.
presentarse de  manera Matemdticamente, para describir la cadena de Markov es mds
matricial: adecuado utilizar una representacién matricial.

0.7 04 0.2

T=101 04 0.2
0.2 0.2 06

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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Las probabilidades de
transicién  pueden  re-
presentarse de manera
matricial:

0.7 0.4 0.2
T=101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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En esta matriz las entradas son las probabilidades de transicién de
estado.

Aqui el indice de las entradas asociado al rengldon corresponde con el
estado siguiente, y el indice asociado a la columna con el estado presente.
Por ejemplo, si el indice 1 es para el estado d, el indice 2 para el

estado b, y el indice 3 para el estado c.
Entonces la entrada 1,1 de la matriz es la probabilidad de que un
agente en el estado d continte en dicho estado al tiempo siguiente.
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0.7
La entrada 1,2 es la probabilidad de transitar de b a d.
Las probabilidades de

transicién  pueden  re-
presentarse de manera

matricial:
0.7 04 0.2
T= 101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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0.7
1,3 la probabilidad de transitar de c a d
Las  probabilidades  de Observamos que el primer renglén define la probabilidad de cada
transicion pueden re- una de las maneras de transitar al estado d.
presentarse de manera
matricial:
0.7 04 0.2
T=10.1 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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2,1 la probabilidad de transitar de d a b.
Las probabilidades de

transicién  pueden  re-
presentarse de manera

matricial:
0.7 04 0.2
T=101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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2,2 la probabilidad de estar y permanecer en b.
Las probabilidades de

transicién  pueden  re-
presentarse de manera

matricial:
0.7 04 0.2
T= 101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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2,3 la probabilidad de transitar de c a b.
Las probabilidades de

transicién  pueden  re-
presentarse de manera

matricial:
0.7 04 0.2
T= 101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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3,1 la probabilidad de transitar de d a c.
Las probabilidades de

transicién  pueden  re-
presentarse de manera

matricial:
0.7 04 0.2
T= 101 04 0.2
0.2 0.2 0.6

con entradas
pij = P(Xip1=1 | X4=j)
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3,2 la probabilidad de transitar de b a c.
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T=101 04 0.2
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con entradas
pij = P(Xiy1=i | Xy=j)
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y, finalmente, 3,3 la probabilidad de estar y permanecer en c.
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Matriz con probabilidades
0.7 de transicién de estado: La evolucién de la distribucién de probabilidad sobre los estados del
problema esta gobernada por la ecuacién matricial aqui mostrada.
0.7 04 0.2 En el lado izquierdo hemos conformado un vector con las
T=101 04 02 probabilidades de cada estado al tiempo siguiente.
0.2 0.2 06 Del lado derecho tenemos el producto de la matriz T' de
probabilidades de transicidn con el vector cuyas entradas son las
La dindmica para la dis- probabilidades de los estados al tiempo actual.

tribucién de probabilidad
puede expresearse:

P(X;41=d) P(X,=d)
P(Xy1=b)| =T | P(X,=b)
P(Xt+1:C) P(Xt:C)

P(X1411) = TP(X))
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Si sabemos que el pasajero se encuentra
en el dormitorio al tiempo ¢ = O:

1
P(Xo) = |0
0

Py
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Podemos usar la regla de evolucién para anticipar como cambiard
una distribucién de probabilidad en tiempos futuros.

Si sabemos con certidumbre que el pasajero se encuentra en el
vagoén dormitirio, es decir el estado 1,

esto se representa vectorialmente con el vector de distribucién de
probabilidad [1,0,0]T, al cual por brevedad denotaremos simplemente
como Fy.
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Si sabemos que el pasajero se encuentra

en el dormitorio al tiempo t = O:

1
P(XQ): 0 EPO
0

Al tiempo siguiente la distribucién es:

P(Xl) = TPO = P1

P =

[0.7 0.4 0.2
0.1 0.4 0.2
0.2 0.2 0.6
[0.7
0.1

0.2

1
0
0
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Entonces la regla de evolucién nos dice que al multiplicar la matriz
de probabilidades de transicién de estado por el vector P, obtendremos la
distribucién de probabilidad para los estados en el tiempo siguiente ¢t = 1.

Al realizar el producto matricial obtenemos que la distribucién al
tiempo t =1 es [0.7,0.1,0.2]T. Esto indica que es muy probable que el
agente continle en el estado d pero existe una probabilidad de 0.1 de que
se encuentre en by de 0.2 de que se encuentre en c.

Ahora, jqué pasa si deseamos conocer la distribucion de
probabilidad al tiempo t = 27
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Para tiempos futuros: ol
P(Xy) =TP(Xy—1) = P Observamos que basta iterar la ecuacién una vez mds.
P — TP Esto es, una vez que obtenemos P;, P» se obtiene multiplicando T’
1= 0 por P1.
P,=TP o En este caso el producto nos da el vector [0.57,0.15, 0.28]7
0.7 0.4 0.2] [0.7 O Observamos que si sustituimos P; por el producto matricial 7'Fy

entonces una expresion equivalente es elevar al cuadrado la matriz de
probabilidades de transiciéon y multiplicarla por la condicién inicial.

= (0.1 04 0.2] |0.1
0.2 0.2 0.6] [0.2

[0.57
= l0.15
0.28

=TTP,=T?P,
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Para tiempos futuros:

P, =T'PR,

Cadenas de Markov
L?,Cadenas de Markov
N~

2018-0

I—j_En qué vagon esta un pasajero del tren?

Esta es una regla general. Si deseamos conocer la distribucién de

probabilidad ¢ pasos de tiempo al futuro, basta con elevar la matriz T al
tiempo t.
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P, =T'P,
P =07 0.1 02]
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Aqui el vector transpuesto para t = 1.
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Para t = 2.
Para tiempos futuros:

P, =T'P,
P =07 0.1 02]
Py =057 0.15 0.28]"
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. Para t = 3.
Para tiempos futuros: ara

P, =T'R

P =107 01 02]
P, =[0.57 0.15 0.28]T
Py=[0.51 0.17 0.31]7
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Para tiempos futuros: Para ¢t = 4.
a:ﬁ%
=[0.7 01 0.2]

=[0.57 0.15 0.28]"
=[0.51 0.17 0.31]"
}z:_.[o 49 0.18 0.32]"
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Para tiempos futuros:

Observamos que, a dos digitos significativos, el vector ya no cambia

t
P =T"F para tiempos iguales o mayores a t = 5.

P:@?&l&ﬁ
=[0.57 0.15 0.28]"
=[0.51 0.17 0.31]7

P4_[049 0.18 0.32]"

Pi>5=[048 0.19 0.33]
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Para tiempos futuros:

. El que la distribucién converja no es accidente.
P =TPF A la distribucién resultante se le conoce como distribucién de estado

P =[07 0.1 02] | estable.
= [0.57 0.15 0.28]"
=[0.51 0.17 0.31]7

P4_ (049 0.18 0.32]"

Pi>5=[048 0.19 0.33]

m La distribucién converge.
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Para tiempos futuros:

P, =T'P,

P =107 01 02]

= [0.57 0.15 0.28]"
=[0.51 0.17 0.31]7
(049 0.18 0.32]"
Pt> =[0.48 0.19 0.33]"

m La distribucién converge.

m No importa la condicidn inicial.
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Aln mas interesante es que la distribucidon de estado estable no
depende de la condicién inicial.

Recordando que los vectores caracteristicos son aquellos que no
cambian de direccién ante una transformacién lineal, otro método para
encontrar la distribucién de estado estable es encontrar los vectores
caracteristicos de la matriz de transicion.
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